/ahlensysteme



wo Menschliches System: Dezimalsystem (,Zehnersystem®)

 Mensch verwendet i. d. R. das Zehnersystem
* Positionssystem mit Basis 10

* Darstellung einer Zahl: .

n=Zai-10i

1=0

=a, -10"+:--4+a3-10004+a,-100+a,-10+aqa, -1

Aus der (Grund-)Schule:
Zehntausender, Tausendér, Hundefrter, Zehner, Einer



* Ein Positionssystem mit Basis B ist ein Zahlensystem, in dem die Zahl
n in Potenzen von B zerlegt wird

* Eine natlrliche Zahl wird durch folgende Summe dargestellt:

N-1
n = z bi y Bi
=0

* Anmerkung:
* N := Anzahl der Stellen
* b; := Ziffern der Zahl mitb; € N;, 0 < b; < B



wu Erweiterung: Kommazahlen

* Das Komma einer Kommazahl trennt den ganzzahligen Teil der Zahl
vom gebrochenen Teil ,Nachkommastelle(n)“

Position des Kommas

e Darstellung als Summe:

n—1
X = z b Bl = +xg+x_4 B +x_,-B2+--
L

—m

e n und m: Anzahl der Stellen vor bzw. nach dem Komma



wu Beispiele: Kommazahlen im Dezimalsystem

375=300+70+5=3-10°+7-101 +5-10Y

1
62.5=60+2+5-1—0=6-10+2+5-10‘1

5.379 =5+ 3 1+7 L +9 1 =5+3-10014+7-107%24+9.1073
' B 10 102 103
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* Problem: Zehn verschiedene Zustande lassen sich technisch nur sehr
schwer realisieren

* Einfacher: nur zwei Zustande (z.B. Strom €= kein Strom)

El. Ladung Ungeladen Geladen
El. Spannung oV 5V
Magnetisierung Nicht Magnetisiert Magnetisiert

* Daher arbeiten Computer (hardwaretechnisch) nur mit zwei
Zustanden, die meist als ‘0" und "1 (,,Bits“) dargestellt werden

* Bit = Einzelne Binarstelle (Blnary DigiT)



wu Das Binarsystem: Definition

* Das Binarsystem ist ein Positionssystem mit der Basis B = 2 und den
beiden Ziffern b = {0, 1}

* Naturlich Zz\?h1|en werden mit folgender Summe dargestellt:

n=Ebi'zi=b0-|—b1-2-|—b2.4._|_..._|_bN_1,2N—1
=0

* Bei Binarzahlen nutzt man normalerweise eine feste Anzahl von
Stellen (:= Bits, meiste Vielfache von 2 wie z. B. 4 oder 8) und
gruppiert sie in Gruppen a 4 Bit, z. B. 0010 0011



Wi Anzahl der darstellbaren Werte

* Anzahl der darstellbaren Werte hangt von der Anzahl der Stellen und

der Basis ab

# Stellen Binarsystem Dezimalsystem
Maximum | # Werte Maximum | # Werte

1 1 2 9 10

2 3 4 99 100

3 7 8 999 1000

7 127 128 999 999 107

8 255 256 9999 999 108

* Allgemeine Formel: #W = BN



UM Aufgabe: Binarsystem V4
| g i

* Welche Zahlen werden hier im Binarsystem dargestellt?
1011,
1011 0101,

11111111,
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! Losung: Bindrsystem | V4
’\\\\

* Welche Zahlen werden hier im Binarsystem dargestellt?
1011, =1-8+0-4+1-2+1-1=11
10110101, =128+ 32+ 16+ 4+ 1 = 181

11111111, =128+64+32+16+8+4+2+1 =255



wo Andere Zahlensysteme

* Um ein anderes Zahlensystem zu erhalten, tauschen wir nur die Basis
B aus

* Damit andern sich automatisch auch die verfligbaren Ziffern b;
* Auswahl an Beispielen:

2 Dual- / Binarsystem 0,1

3 Ternarsystem 0,1,2

4 Quatenarsystem 0,123

8 Oktalsystem 0,1..,6,7

16 Hexadezimalsystem 0,1..,9AB,C,DE,F

20 Vegesimalsytem 0,1,..,1(:= 18),)J(:=19)



wo Andere Zahlensysteme

* Durch die Verwendung verschiedener Basen kann ein und die selbe
Ziffernkombination fir verschiedene Zahlen stehen
* Es gilt:
* Gleiche Ziffern, aber andere Bedeutung
* Gleiche Zahl, aber andere Ziffern

* Beispiele:

2 0 1 10 1000 1010 1011 1111 1 0000 10001
8 0 1 2 10 12 13 20 21

10 0 1 2 3 10 11 15 16

16 0 1 2 8 A B E 10 11



wu Zahlensysteme in der Informatik

In der Informatik sind vor allem drei Zahlensysteme wichtig:

e Binarsystem (B = 2)
e Grundlegendes System in Rechnern (Strom, kein Strom)

e Oktalsystem (B = 8)
* Verwendung in Unix-Systemen flir Verwaltung der Dateizugriffsrechte (3 Bit,
jeweils eines fir Eigner, Gruppe und Andere)

* Fruher: Darstellung von Datenwortern mit 24 Bit als 8-stellige Oktalzahl

* Hexadezimalsystem (B = 16)

» Kiirzere und menschenlesbarere Darstellung von heute lblichen
Datenwortern mit 32 und 64 Bit als 8- bzw. 16-stellige Hexadezimalzahl



wi Erkennen der Basis

 Wenn man also nun eine Ziffernfolge wie 1010 oder 1337 sieht,
woher weild man, fur welche Zahl diese steht?

 '1010 konnte als Binarzahl fur 10, als Dezimalzahl ftir 1010 und in anderen
Systemen flir noch andere Zahlen stehen

e 1337 kann keine Binarzahl, aber eine Oktalzahl (Wert: 735), eine
Dezimalzahl, oder auch eine Hexadezimalzahl (Wert: 4919) sein

* Daher folgende Regel:
* Die Basis wird tiefgestellt an die Zahl angehangt (Beispiel: 1010,, 13375)
* Fehlt die Basis, ist die Zahl automatisch eine Dezimalzahl (1337 = 1337;)



wu Umgekehrtes Hornerschema

 Durch dieses Schema lassen sich Dezimalzahlen leicht in anderen
Zahlensystemen darstellen

* Dazu wird die Dezimalzahl solange durch die Basis geteilt und der Rest
der (Ganzzahl-)Division notiert, bis man auf 0 kommt

* Die Reste ergeben in umgekehrter Reihenfolge die Darstellung der
Zahl im anderen System



wu Beispiele: Umgekehrtes Hornerschema

* Darstellung der Zahl 77 im Binarsystem

77
38
19

=N D

2

N O DD NN

38
19
9

O =N s

Rest
Rest
Rest
Rest
Rest
Rest
Rest

1

P O O = = O

7

7710 = 1001101,

Einfihrung in die Informatik fir Horer aller Fakultaten

16



wu Beispiele: Umgekehrtes Hornerschema

Wie lautet die Darstellung von 377 im Oktalsystem?
377 + 8 = 47 Rest 1
47 + 8 = 5 Rest 7
5 : 8 = 0 Rest 5 37710 = 5714

Wie lautet die Darstellung von 984 im Hexadezimalsystem?
984 : 16 61l Rest 8
6l : 16 = 3 Rest 13
3 : 16 = 0 Rest 3 984, = 3D8¢



wu Aufgabe: Umgekehrtes Hornerschema

* Wandeln Sie folgende Zahlen jeweils in ihre
* Binar-,
e Oktal- und
* Hexadezimaldarstellung um

* Wie viele Bit brauchen Sie jeweils mindestens?

11
53
155
390



wu Losung: Umgekehrtes Hornerschema

* Wandeln Sie folgende Zahlen jeweils in ihre
* Binar-,
e Oktal- und
* Hexadezimaldarstellung um

* Wie viele Bit brauchen Sie jeweils mindestens?

11 0000 1011, 134
53 0011 0101, 654
155 10011011, 233,
255 1111 1111, 3774

3516
9B16
FFig



wo Umwandlung ins Zehnersystem

e Zur ,Ruckkehr” in das Dezimalsystem reicht es, den Wert der Zahl zu
berechnen

* Beispiel:
10100111, =128+0-64+32+0-16+0-8+4+2+1=167,,
257 =2-82+5-84+7-8°=2-64+40+7 =128+ 47 =175,

EB;s = 14161 + 11 16° = 224 + 11 = 253,



wu Umwandlung zwischen Binar, Oktal und Hexadezimal

Zur Umwandlung zwischen Binar und Oktal bzw. Binar und Hexadezimal
gibt es einfacherere Regeln:

* Bindr & Oktal (Grund: 8 = 23): jeweils 3 Bit der Binardarstellung
werden zu einer Ziffer der Oktaldarstellung

* Binidr & Hexad. (Grund: 16 = 2%): jeweils 4 Bit der Bindrdarstellung
werden zu einer Ziffer der Hexadezimaldarstellung

* Beispiele:
(0)10 101 011, = 2534

1010 1011, = AB;,



wu Rechnen in anderen Zahlensystemen

* Wir wissen, wie man im Dezimalsystem addiert, subtrahiert,
multipliziert, ...

e Aber:

* Wie funktionieren diese Rechenarten in anderen Systemen, z. B. im
Binarsystem oder im Oktalsystem?

* Mussen wir immer eine Umwandlung in das Dezimalsystem vornehmen, dort
die Rechnung vornehmen, und dann wieder zurlick umwandeln?



wu Addition im Binadrsystem

* Fur die Addition im Binarsystem reichen prinzipiell folgende Regeln:

R L, O O
ol O
olr | o
~r| ol o o

* Ansonsten wird wie bei der schriftlichen Addition vorgegangen:

0000 0011 0000 0011 1001 0011
+ 0000 OOllO + 0001 101111 + O(%lll 10110

0000 0101 0001 1110 1100 1101



wu Negative Binarzahlen

* Wie wir wissen, kann ein Rechner nur 2 Zustande darstellen: Ound 1
* Wie stellen wir also negative Zahlen dar?

* Dazu gibt es drei Moglichkeiten:
e Darstellung des Vorzeichens mit einem zusatzlichen Bit (meist dem ersten Bit)
* Einerkomplement: alle Bits werden invertiert
« Zweierkomplement: alle Bits werden invertiert und 1 addiert
»In allen Varianten erkennt man negative Zahlen daran, dass das erste Bit eine 1 ist

* Beispiele fur Durchfuhrung Einer- (EK) und Zweierkomplement (ZK):
5 = 0101 73 = 0010 1001

Inv: 1010 == EK(-5) Inv: 1101 0110 == EK(-73)
+1: 1011 == ZK(-5) +1: 1101 0111 == ZK(-73)




wu Vorteile Zweierkomplement

* Nachteil Vorzeichenbit: Zwei Darstellungen fir die O:
* 1000, = -0,, und 0000, = +0,,

* Nachteil Einerkomplement: Ebenfalls zwei Darstellungen fur die O:
* 1111, = -0,, und 0000, = +0,,

* Vorteile Zweierkomplement:

* Nur eine Darstellung fur die 0: 0000, = +0,,
* da Invertierung von 0000, + 1 =1111 + 0001 = 0000

* Subtraktion kann als Addition durchgefiuhrt werden



wo Zweierkomplement (ZK)

* Im ZK kdnnen die Zahlen —2V~1 bis 2¥~1 — 1 dargestellt werden

* Formel zur Rickrechnung: wenn das erste Bit eine 1 darstellt (-
negative Zahl), subtrahiere von den restlichen Bits die Zahl 2V~1

N-2
n = _iN—l . ZN_l + z bl . Zl
=0

00011010, = 16 + 8 + 2 = 264,
11100110, = =128+ 64+ 32+ 4+ 2 = —264,

01100110, =64 +32+4+2 =964 6 = 1024,
10011010, = —128 + 16 + 8 + 2 = —1024,

01111111
0000 0100
0000 0001
0000 0000
11111111
1111 1100
1000 0001
1000 0000



wu Aufgabe: Umwandlung ins Zweierkomplement /"

\
e

Wandeln Sie diese Zahlen in Binarzahlen in ZK mit 8 Bit um:

—13
—77

—127
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\
e

wu LOsung: Umwandlung ins Zweierkomplement | /"

Wandeln Sie diese Zahlen in Binarzahlen in ZK mit 8 Bit um:

5 = 0000 0101, Inv,(+1) = Inv,(0000 0001) = 1111 1110,
Inv,(+13) = Inv,(0000 1101,) = 1111 0010,

~1=11111110, + 1, =1111 1111,
—13=11110010, + 1, = 1111 0011,
—77 = Inv,(0100 1101,) + 1, = 1011 0011,

—127 = Inv,(0111 1111,) + 1, = 1000 0001,



wi Subtraktion von Binarzahlen

* Aufgrund der Eigenschaften des Zweierkomplements wird eine
Subtraktion im Binarsystem als Addition im ZK durchgefihrt:

4., 0100, 77, 0100 1101,
- 5, + 1011, - 90,, + 1010 0110,
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Mehrere Moglichkeiten, Kommazahlen darzustellen:

* Festkomma:
» festgelegte Anzahl an Stellen vor (n) und nach (m) dem Komma

« Multiplikation des Bits mit 27 fiir die k. Stelle hinter und mit 2¢ fiir die i.
Stelle vor dem Komma

* Gleitkomma:
* Darstellung der Zahlalsn =V - M - 2E
 V :=Vorzeichen, M := Mantisse, E := Exponent
* Darstellung des Exponenten als Zweierkomplement

IV, M und E werden im Rechner als eine Bitfolge mit fester Lange (Stichwort:
32 bzw. 64 Bit OS) dargestellt, Lange von M und E mussen per Konvention
festgelegt werden (wobei |[V| =1, |E| = |N| — |[M| — 1)



wu Beispiel fur Festkommadarstellung

* Das Komma bei der Binardarstellung dient nur dem Verstandnis und
wird im Rechner nicht dargestellt:

00
01
10
11

Binar
00,
01,
10,
11,

Dezimal

w N =

Binar
0,0
0,1
1,0
1,1

Dezimal
0,0
0,5
1,0
1,5

Dezimal
0,00
0,25
0,50
,75



wu Beispiel fur Gleitkommadarstellung

* Beispiel mit |E| = 8, |M| = 23

E M 4
0o -13 010 0101 0110 1011 0000 0000 299,34375
1 +44 101 0101 1000 0000 0000 0000 -98574788643885416448
1V B E 23 M
O
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