Boolesche Algebra



wi Wann leuchtet das Licht?

Und
Oder
—h—o/o—o/o-
=T
o

o °

Um diese und auch andere ,,Rechnungen® ausdricken
zu kdnnen, benutzen wir die Boolesche Algebra
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wu Mathematische Definition: Boolesche Algebra

* Sei B = {0,1} ein Alphabet fir eine Reprasentation
* Seinen auf B Operatoren einer Algebra wie folgend definiert:

Furx,y € B:
1. xANy:=Min(x,y) Und-Verknupfung
2. xVy:=Max(x,y) Oder-Verkniipfung
3. —x :=Komplement von x Negation

* (B, A, V, =) heilRt Boolesche Algebra



wu Funktionstabellen

Boolsche Funktionen werden oft durch Funktionstabellen definiert:
Fir jede Input-Kombination wird der Output explizit angegeben
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Funktionstabelle
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Wi Schaltfunktionen

SeiennmeNmMmMitnm=1

Dann heiRRt die Funktion F: B™ - B™ (boolesche) Schaltfunktion in n
Variablen mit m Ausgéngen.

Ist m= 1, heilSt F: B - B (n-stellige) boolesche Funktion
Bsp.: AV, sind zweistellige Funktionen; — eine einstellige Funktion

Schaltfunktionen kdnnen durch Gatter realisiert werden. Diese haben
jeweils eine Menge an Eingangen und eine Menge an Ausgangen.



I WM Gatter-Notation:

a
Und-Gatter A aAb
b
a
 Oder-Gatter . V aVb
Wichtig: der ,,Kringel!
* Negation-Gatter /
a j ® —1d
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Wi Halbaddierer: Addition zweier Bits (x, y) mit Ubertrag

* Ein Halbaddierer lasst sich durch die folgenden Formeln beschreiben:

S=xA=Y)V(axAY)

u=(xAy)

N\

Negation
(Kurzschreibweise)

Verzweigung

0 0 0

0 1 1 0 Gatter-Notation zu umstandlich!
1 0 1 0

1 1 0
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Wi Weitere Schaltfunktionen

e Aufgrund unserer Definition der Booleschen Algebra aus 3
Operatoren reichen uns prinzipiell die 3 Gatter fur Und, Oder und
Nicht, um alle Funktionen darzustellen

* Es gibt aber weitere Funktionen (mit entsprechenden Gattern), um
oft bendtigte Funktionen darzustellen:

* XOR: a@b=(aNn-b)V(maAb)
* NOR: aVb=-=(aVvb)=—-aA-b
* NAND: aAb==(aAb) ==aV b
* (Implikation): a=>b=-=-aVb

* (Aquivalenz): a<b=(@Ab)V (~aA-b)



wi Halbaddierer mit XOR-Schaltfunktion
s=(xdy)

u=_xANy)

XOR-Gatter lasst sich sehr
leicht in Hardware realisieren!
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uM\olladdierer: mit Ubertrag als Input c., und Output c

€L Y Cin  Cout 5
3 Inputs: x,y, c,,

o 0 |0 0 |0
2 Outputs: s, c o 0 |1 0 |1
o 1 |0 |0 |1
o 1 |1 1 |0
s=x®y® Cin) 1 |0 |0 |0 |1
1 o [1 |1 |o
Cout — (Cin N\ (X @ y)) V (.X' N y) 1 1 |o [1 o
1 1 (1 |1 |1

Cout = (X AYAC)) VXA Aci))V(XAY A=cy) V(XAY Acy)
s=(xA=YyAc, )V (xAYA=Cc,)V(XA=YyA=c,)V(XAYAc,)

Addition mehrstelliger Zahlen durch Verbindung von ¢, mit ¢, der nachsten Stelle



wu Gesetze der Booleschen Algebra

Kommutativgesetz xVy=yVx XNy =YyYAXx
Assoziativgesetz xV(yvz)=((xVy)Vz xAN(yANz)=((xANY)Az
Distributivgesetz xVyANz)=xVYy)A(xV2z) xAN(yVvz)=((xAy)V(xAz)
Komplementgesetz xV-x=1 XA=x=0
Idempotenzgesetz XVx=x XANX =X

Gesetz vom kleinsten xV0=x xAN0=0

und grofliten Element xv1i=1 xN1=x

De' Morgansche Regeln —(xVy)=-—xA-y —(xAy) =—xV -y

Klammerung und Operatorreihenfolge (links nach rechts)
gilt wie in der ,normalen” Algebra!



wuAufgabe: Weitere Schaltfunktionen /"
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wu Losung: Weitere Schaltfunktionen /"
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wu Beispiel: Ampelschaltung

* Gesucht ist eine Funktionstabelle, die die Schaltung einer Ampel
Jvalidiert”

* Die Funktion hat 3 Eingange: r (rot), v (gelb), 7 (grin) und einen
Ausgang z (,,zulassig”)

e Ausgang z soll genau dann den Wert ,, 1 (,wahr”) liefern, wenn die

Ampel eine zulassige Kombination von Farben anzeigt, ansonsten eine
,0% (,falsch®)



I wu Aufgabe: Ampelschaltung
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I wu LOsung: Ampelschaltung




vM Funktionstabelle =» Funktion

* Nun, da wir eine Funktionstabelle haben, wollen wir auch eine
Funktion erstellen. Kann uns dabei die Funktionstabelle helfen?

* Antwort: Ja, mit der ,,Disjunktiven Normalform*

* Algorithmus:
1. Nimm alle ,Wahr“-Zeilen der Funktionstabelle
2. Tausche die Eingangswerte mit der (negierten) Variable, falls Eingang 1 (0)
3. ,Ver-und-e“ die Variablen als Und-Terme
4. ,Ver-oder-e“ die Und-Terme (Klammerung beachten!)



wu Beispiel: Disjunktive Normalform

‘

yA
0 0 0 0
0 0 1 1 -————-—————'/(_'r 1y g)
0 1 0 1 v
0 1 1 0 “(ar Ay /ag)

V

1 0 0 1 —(r /=y /i ag)
1 0 1 0 v
1 1 0 1 (r vy’ —g)
1 1 1 0
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wuo Anmerkung: Schaltfunktion

* Die Disjunktive Normalform ist nicht die einzige korrekte Form einer
Funktion (aber am einfachsten zu erstellen)

* Es gibt meist mehrere gleichwertige Formen einer Funktion
Beispiel Ampelschaltung:

* DNF:
Z=(rAYyANG V(T AYyAag)V(IT Ay A-g)AN(T Ay A-ag)
* KNF (,,Konjunktive Normalform®; ahnlicher Algorithmus wie bei DNF):
z=@VyYyVgIA@TVayVag)A(=rVvayVvg)A(arVayVag)

* Andere Form (Bestimmung durch ,Nachdenken):
z=g@ rVy)



wu Funktion =» Funktionstabelle (am Beispiel)

o Berechnung von
* Beispiel. z=(@@®b)A(aVc) ‘ ,Zwischenergebnissen”
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wu Funktion =» Funktionstabelle (am Beispiel)

* Beispiel: z=(a@®b)A(aVc)

0
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wu Funktion =» Funktionstabelle (am Beispiel)

* Beispiel: z=(a@®b)A(aVc)
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1
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wu Funktion =» Funktionstabelle (am Beispiel)

* Beispiel: z=(a@®b)A(aVc)
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 0
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wu Funktion =» Funktionstabelle (am Beispiel)

* Beispiel: z=(a@®b)A(aVc)
0 0 0 0 0
0 0 1 0 1
0 1 0 1 0
0 1 1 1 1
1 0 0 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 0 1
1 1 1 0 1
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wu Funktion =» Funktionstabelle (am Beispiel)

* Beispiel: z=(a@®b)A(aVc)
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1
0 1 0 1 0
0 1 1 1 1
1 0 0 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 0 1
1 1 1 0 1
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wu Funktion =» Funktionstabelle (am Beispiel)

* Beispiel: z=(a@®b)A(aVc)
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 1 1
1 0 0 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 0 1
1 1 1 0 1
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wu Funktion =» Funktionstabelle (am Beispiel)

* Beispiel: z=(a@®b)A(aVc)
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1
1 0 0 1 1 1
1 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 0
1 1 1 0 1 0
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wy Aufgabe: Gilt: z=g @ (rvy)? 7

0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 0
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z=gdTrVy)

VA
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1
0 1 1 1 0 0
1 0 0 1 1 1
1 0 1 1 0 0
1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 0 0
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“(xVy)=-xA-y
(X Ay)=—=xV -y

E Beweise die De” Morganschen Regeln: | fi

= | = O O

= | O | = O
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